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Abstract: The state of the art of nonlinear constitutive models of geomaterials are 
presented in this paper. Emphasis is placed on granular materials like sand and the 
elasto-plastic constitutive modeling. We first review the early development of 
elasto-plastic modeling of clays and sands, and then discuss the framework of internal 
variable theory as a basis for the phenomenological (macroscopic) nonlinear constitutive 
model. It is recommended that the internal variables selected for the specific constitutive 
model are based on physical and microscopic findings. Therefore, we discuss the  
micromechanical findings for granular materials for the selection and evolution of the 
internal variables employed in the constitutive formulation of granular materials like 
sand. The recent development of elasto-plastic models that take into account internal 
change is also discussed. We close the review with some comments on the further 
development of the nonlinear constitutive model toward practical use. 





























































































3 次元条件での一般的な応力、ひずみは ijσ 、
ijε と表現され、平均応力は ( )1 / 3 kkp σ= 、体積
ひずみは v kkε ε= と表現される。これらの式および
これ以降の式では、１つの項の繰り返し指標に関
する総和規約を、断りなく用いることにする。 
偏 差 応 力 は ij ij ijs pσ δ= − 、 偏 差 ひ ず み は
(1/ 3)ij ij v ije ε ε δ= − で定義される。ここに、 ijδ は
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メータとして、有効拘束圧 p ,せん断力 q、ひずみ
を表現するパラメータとして、体積ひずみ vε 、せん
断ひずみ γ を用いている。これらのパラメータは、
最大圧縮応力、最小主応力 1 3,σ σ 、主ひずみ 
1 3,ε ε を用いて、以下の様に表現される。 
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v q ij ijp qε ε σ ε+ =ɺ ɺ ɺ の関係を満たしている。すなわ
ち、仕事速度は等しい条件のもとで定義されてい
















, cM e eη = =  (3) 
 
式(3)の 2 番目の式の右辺 ce は、初期圧密曲線
に平行する限界状態線： log ( )c ee e pλΓ= − 上の




( )( ) /p pvd d M q pε γ = −  （4） 















































ひずみ pvε により決定される。 
３．弾性係数は、等方体の場合には、せん断弾性
係数G と体積圧縮弾性係数 K で表現できるが、
両者ともに、有効拘束圧依存性を持つ。 
 図ー２の負荷曲面上に現在の応力点があるとし
て、有効拘束圧 p とせん断力 q の両者が増加す
る場合には、塑性挙動が卓越することが予測でき




























































して、単調載荷時の応力ーひずみ関係： ( )fτ γ=
を用いて、それを単に定数倍して除荷時の挙動と
する。Masing の規則： ( / α) ( / α)fτ γ= （α は定
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力反転時の応力比 ( / )R Rij ijr s p= を始点として、現
在の応力比 ijr までの距離 Rij ijr rρ = − 、さらに応
力増分方向の線分と境界曲面の交点を参照点 *ijr
として、始点と参照点の距離 * Rij ijr rρ = − とする。 
ここに ... はノルムであり、 ij ij ija a a= と定義さ
























































































の内部変数を ( )ijαξ と表現する。非弾性ひずみとし
て２つのメカニズムを設定し、 cijεɺ 、 pijεɺ と表現する。 
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対して、例えば、2 階のテンソル ijA に対して、次式
を満足することを要求する。 
 
i ij jA Q A Qαβ α β=  (9) 
 



















































( ) ( ) ( ) ( ) 0p c c p pij ij ij ij ij ijW X Y
α α α ασ ε σ ε ξ α= + + + > ɺɺ ɺ ɺ ɺ  
……(11) 
想定した内部変数の変化に対して、その内部変数

















































































































































































 例えば、粒子間の接点方向 in の分布を特徴づ




( )ij i jF E n n dΩ= Ω Ω  (12) 
 































































































































































して、Li and Dafalias モデル[8]を採用する。この
モデルは、砂のような粒状体が示す密度と有効拘
束圧に依存する挙動を状態変数ψ で表現するも
のである。状態変数ψ は、現在の有効拘束圧 p と
間隙比 e と有効拘束圧 p に相当する限界状態線
(C.S.L.)の ce の差として定義するものであり、ψ は
次式で定義される（図-6 参照）。 
 





























































ブリックテンソル ( 1, 0)ij ij kkF F F= = と載荷方向を
特徴づけるテンソル（比例負荷の単調載荷試験の
場合には、偏差応力テンソル ijs とできるが、一般
的には ijN と表現される。） ( / )ij ij ijn N N= の内積
ik kiF n としてスカラー変数 A を定義する。このパラ
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